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Mathematik Leistungskurs
Vorbereitung auf die 1.Klausur

WH:
Erwartungswert (in der Praxis = Mittelwert):

,u:E(x)ZZm:xz'-P(szz')

i=1

Varianz

Var(x) = Zm:(Xi — 1) P(X =xi)

i=1
Lehrsatz:

Var(x) = E(x?) — [E(X)]* = i)ﬁz -P(X =xi)- [i xi- P(X =xi)]

i=1

Die Ungleichung von Tschebyschew fiir allcemeine Zufallsgrofien S.1

a) WH: Ungleichung von Tschebyschew fiir binomial verteilte ZufallsgréBen

P( Z_ plce)=1 _p_q2 <= Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit von der
n ne
Trefferwahrscheinlichkeit um hochsten so viel abweicht

VA
P(Z-ppe)<tL
n né&e

1
Fiir grobere Abschétzung: pg < 2 setzen!

b) Allgemeine Ungleichung von Tschebyschew

Geg:
beliebige Zufallsgrofie X (Wir definieren eine Funktion, die jedem Funktionsergebnis w e Q

die Anzahl x der K zuordnet)
mit Wertemenge Wy:= {X1,X2,....Xm} , Erwartungswert p = E(X) und positiver Varianz
o?=Var(x) [Varianz darf nicht Null sein!]

. ) Var(x) 3 3
Dann gilt folgendes: P(| X —u|<e)>1 Y o =Var(x) & o?=Var(x)
P X—-ulce)> l—mgx) => untere Schranke
Var(x)

Pl X-ul>e)< => obere Schranke

82

Sehr wichtig! Echte Ungleichung von Tschebyschew

Haufig wird die Standardabweichung (Streuung o ) als Einheit fiir die Abweichung
genommen, d.h. man setzt: s=t-c teR"



Damit wiirden sich die Ungleichungen folgendermaRen spezialisieren:

o? 1
Pl X-ulgto)>1- =1-—
(to)? t?
1
P(|X—,u|>t0')>t—2
Summen von Zufallsgrofien S4

Definition:

X+Y: (X5 y6) B Xi +yk

Allgemeine Beziehungen fiir Erwartungswert und Varianz S4

Erwartungswert:
E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)=> gilt auch fiir mehrere Summanden

einfachste Variante:
E(X+Y)=E(X)+E(Y) => Der Erwartungswert von Summen ist die Summe der

Erwartungswerte

Varianz:
Die nachfolgenden Beziehungen gelten nur dann, falls die beteiltigten Zufallsgrof3en
stochastisch unabhdngig sind!

Var(aX +bY) =a*Var(X)+b*Var(Y) => gilt auch fiir mehrere Summanden

einfachste Variante:
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)=> Die Varianz einer Summe ist die Summe der einzelnen

Varianzen

Spezialfall:
Wir bilden das arithmetische Mittel einer Zufallsgrof3e:

Xi+Xo+.. .+ Xn
n => arithmetische Mittel => alle X, sind gleichverteilt, d.h. haben

X =
XU
gleiche Wertemenge und gleiche W’keitsverteilung (praktisch Kopien voneinander)

Erwartungswert:

e n l
E(X)=E(X1+X2+ +X L
n n

= l-E(X1+Xz+...+)(n) = l[E()(1)+E(Xz)+...+E(Xn)]
n n

=3 E(X) =4

Der Erwartungswert des arithmetischen Mittels stimmt tiberein mit dem zugehorigen
Erwartungswert der Zufallsgrof3e



Varianz:

=> Var(}) _ o gzﬁVar(})Z

n

S

Interpretation der Aufgaben:
In einer sehr langen Versuchsabfolge weicht das arithmetische Mittel mit sehr hoher
Wabhrscheinlichkeit nur noch sehr wenig vom Erwartungswert ab.

Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Summe von zwei unabhingigen S.10
Zufallsgroflen X und Y

X mit Wy = {X1,X2...Xm}
Y mit Wy = {yi,y2..xj}

Z=X+YmitW,={z/z=x,+tyx;v=1,...m;A=1,..,]}
P(Z=7)= D P(X=xvAY=y)

D P(X =xv)-P(Y = y2) <= sehr wichtig!

Xv+ya=T1 Xveya=T
Lehrsatz 4:
P(Z=z)= DY P(X=xvAY=y1) = D P(X=uxv)-PY=y2)
Xviyi=L Xviyi=Z
Die Binomialverteilung und Néaherungsformel fiir diese Ungleichungsformel S.11

WH: Grundlegende Begriffe

Einfaches Experiment:

0 = Niete

1 = Treffer; W = {0,1}

Trefferw’keit: p €[0,1]

Nietenw’keit: q = 1-p

fithrt man ein Bernoulli-Experiment n-Mal unabhingig hintereinander durch, so erhélt man
eine Bernoulli-Kette der Linge n mit der Trefferw’keit p;

Wertemenge von () besteht aus vielen n-Tupel;

Q= {(0,0,...,0),...,(0,1,1,....1),....(1,1,...,1)}

Héufig interessiert nicht die genaue Struktur von Q, sondern nur die Anzahl der 1/Treffer;
Wir haben also eine Abbildung kreiert, die jedem n-Tupel die Anzahl der Treffer zuordnet;

X: Anzahl der Treffer; Wy = {0,1,2,3,....k,...,n)

P(X=x) = @ P g™ x=0,12,.n

Der Erwartungswert und Varianz binomial-verteilter Zufallsgrofien S.12

n n k n—k , —
P (X=k)=(k)p " Wy=1{0,123,...n}



X = Anzahl der Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n
k = feste Trefferzahl

E(X)= ,UZZ}E:k-P(X:k) :Zi:k.(’;)pk _qn—k

Var(X) = o2 = i (k—p)3-P(X =k) = E(x? - [E(X)]? (Formelsammlung)

k=0

= E(X) = E(X15X2>X37- . -:Xn)
= EX)= u=np

= o2 = Var(X) = Var(X;,X2,X3,...,X,) <= stochastisch unabhéngig!
= Var(X) =npq

Die alleemeine Ungleichung von Tschebyschew spezialisiert auf binomialverteilte S.12
Zufallsgrofien

P(|X-E(Xx)|£c)>21- <= gilt fiir jede beliebige Zufallsgrée mit positiver Varianz

Var(x)
cZ
Aus der allgemeinen Tschebyschew-Ungleichung haben wir die spezielle T-Ungleichung fiir

binomial-verteilte Zufallsgroen erhalten:

P(|—-pKo)=21- p_612 => also mit welcher Mindestw’keit weicht die relative Haufigkeit
n nc

von der Trefferwahrscheinlichkeit um hochstens so viel ab.

Niherungsformeln fiir die Binomialverteilung S.14
Die Normalverteilung

Elementare Betrachtungen iiber die Gaull’sche Glockenkurve und die zugehorige
Integralfunktion

o= e

v

pint{x}

Gaufsche
Glockenkuvve pinttrans{x}
und zugehiirige

Integralfunktion

Auf das Histogramm

transformierte Kurven

gptrans{x)

P

p{x)

-2 2 4 6 8 18 12

Histogramm einer binomial-

verteilten Zufallsgripe




Gauly’sche Glockenkurve
— normierte Funktion

S |
— Flacheninhalt unterhalb der Kurve: I
N2

— Als Wahrscheinlichkeitsfunktion brauchbar

tZ
e 2dt =1

|
D(x) LO \/E
=> gibt Flacheninhalt unter der Gauf3’schen Glockenkurve an, in Abhingigkeit von der
oberen Grenze X;

=> Fiir Summenwahrscheinlichkeiten relevant

=> Wegen Achsensymetrie: ¢(—x) = @(x)

=> Wegen Punktsymetrie zu 0,5: ®(—x)=1-0

tZ
e 2dt

Wir konnen die Gaul3’sche Glockenkurve mittels der Parameter u =mnpund o =,/npg auf
die Histogramme der Binomialverteilung transformieren;

1 - : : .
PI(X=x)~ _¢[x al j => W’keitsverteilung/lokale W’keit
o o

]
PI(X<x)~ @(Tz) => eigentliche Summenw’keit

<=> brauchbar firc*=n-p-g>9 !

Haufig auftretende Funktionswerte, sowie die zugehdrigen Stellen sind in eigenen kleinen
Tabellen gefasst, sog. Quantile

Manchmal muss man eine Beziechung so umformen, dass wir die Ausdriicke

X : . -
P(|—-pl£¢)oder P(| X — E(X)|< ¢)durch die Normalverteilung approximieren konnen =>
n

Umformung:
X
P(] P I<é&)

X
=P(p-e<—<p+¢) <= Ausdruck jetzt bereit flir die Approximation
n

=P(u—ns< X< u+neg)
=P(X<u+ne)-P(X<u—ne-1)



Der zentrale Grenzwertsatz S.21
wir betrachten wieder allgemeine ZuffalsgroBen speziell Summen von allgemeinen
ZufallsgroBen; (keine Bernoulli-Kette)

X1,X2,X3,...,Xy seien beliebige, unabhédngige Zufallsgroen mit den Erwartungswerten
L= E(X1), y2=E(X2), us = E(X3),..., s = E(X») und den Varianzen
ox1=Var(X1),0%2=Var(X2),0% =Var(X53),....0% =Var(X») ;

Wir bilden die Summe:

X = X1 + X2 + X3 +...+Xn
H=EX)=w+ 2+ s +...+
o*=Var(x)=0c*+02+0%+...+ 0%

o=NoH+ 0+ 0B+ + 02 <= wichtig, Fehlerquelle

dann gilt fiir eine entsprechend grofle Zahl n von Summanden die folgende Approximation:

P(X<x)~ CI)(x — ’u) <=relevant sind nur g und o
o

Die Summen-Zufallsgrofe ist also anndhernd normal-verteilt;

Die gebrochen-rationale Funktion S.25
Wiederholen der Quotientenregel

!

u u'v—uy'
2= - <= Formelsammlung
v V

x*+4 _ Polynom2.Grades
(2x2=5P  Polynom6.Grades

Durch die Differentiation gelangen mitunter Nullstellen des Nenners (also Defintionsliicken
der Funktion) in den Zahler. Diese Vielfachheiten miissen unbedingt herausgekiirzt werden,
sonst wird die ganze Aufgabe vollig iiberfalscht!

Beispiel fiir gebrochen-rationale Funktion: f(x) =

Uberlegungsskizze eines Graphen einer gebrochen-rationalen Funktion ohne Bildung von

Ableitungen:

f(x)=y=x2—;4 Dr=R\ {0}

NST:
f(x) =0~ x-4=0;x=4
Wie verhilt sich der Graph bei Annidherung an seine Definitionsliicke/Polstelle:




) . x—4
lim f(x) = lim ——=—e

) . x—4
fip 109 = Jip =

= 400

Wie verhélt sich der Graph im Unendlichen:

lim f(x)= lim x4 <= so keine Entscheidung moglich, da Ny

X—>+0 x40 Dy o0
Rezept: Entweder 1’Hopital oder kiirze durch die hochste x-Potenz des Nenners!
4
=0
= lim —%= —
x>+ D 2

Ubungsskizze:

% v <=senkrechte Asymptote

y=1% <= waagerechte Asymptote
0 / X
0 = Definitionsliicke/Polstelle
Merke:

An den Definitionsliicken/Polstellen liegen senkrechte Asymptoten vor; Eventuell vorhandene
Grenzwerte fiir x — oo liefern waagerechte Asymptoten;

Beachte:
Der Verlauf des Graphen einer gebrochen-rationalen Funktion wird in erster Linie durch seine
Asymptoten bestimmt;

Die Defintion der gebrochen-rationalen Funktion S.26
x) 5x*+3x2-2x+5
=5
h(x) 3x2+6x+1
Df=R\ {x/h(x) =0}

<= Im Zéahler und im Nenner stehen Polynomfunktionen

- Wenn eine einfache Nullstelle des Nenners vorliegt, liegt auch eine ,,einfache
Polstelle* vor

- Wenn eine doppelte Nullstelle des Nenners vorliegt, liegt auch eine ,,zweifache
Polstelle* vor

Merke:
F(x) = x2-25 _ (x=5)(x+5) _ x—5
(x+5)(x*=2x+1) (x+5)(x*—2x+1) x*-2x+1
(x+5) kann man aus dem Nenner vollstindig herauskiirzen, d.h. x = -5 ist also eine ,,stetig
behebbare* Definitionsliicke!




Also:
- kommt im Nenner ein Faktor (x—x, )" vor, der sich vollstindig herauskiirzen lisst, so

ist x, eine ,stetig behebbare* Defintionsliicke;

- Wenn der Funktionsterm ,,vollstindig gekiirzt“ ist und im Nenner ein Faktor (x—x, )’
stehen bleibt, so spricht man von diesem x, als von einer Polstelle n-ter Ordnung;

- ,,vollstindig kiirzen* = die Funktion ,,faktorisieren* (also Produkte/Faktoren

ax*+bx+c=0 ) )
herstellen), z.B. aus oder binomische Formeln anwenden
a(x—x1)(x—x2)

Die h-Methode:

Beispiel:
f:fo(x)z%sz” Dr=R\{0}

xo = 0 ist eine Nullstelle von h(x), aber keine Nullstelle von g(x)
lim f(x)= }mlo f(x,+h)

x—xy+0
lim f(x) = lim f(x, =)
x—x—0 -+

0+h+1 h+1

own ) A=
0-h+1 ) h+1

Byt TACES A

= fim SO+ = lim /

=> lim f(0—h)= lim f(

l>+0 0
Polstelle 1.0rdnung bei x¢ = 0!

<= Asymptote

y=1 <= Asymptote

™\

v

<= Polstelle 1.0rdnung

Wichtig:
Bei Polen ungerader Ordnung wechselt f(x) das Vorzeichen, bei Polen gerader Ordnung
nicht!

Verhalten im Unendlichen: S.30
Ergebnisse:




- ist der Grad des Zahlerpolynoms (hochste x-Potenz) grofer als der Grad des
Nennerpolynoms so gilt generell: lim | f(x)|= o0

- Ist der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms, so gilt
generell: lim f(x)=0

- Haben Zahlerpolynom und Nennerpolynom den gleichen Grad, so gilt generell:

lim f(x)= % , wobei a der Faktor der hochsten x-Potenz im Zéhler und b der Faktor

Xx—>Fo0

der hochsten x-Potenz im Nenner ist;

AbschlieBende Betrachtungen iiber Asymptoten: S.30

Senkrechte Asymptote
der Graph hat eine zur y-Achse parallele Asymptote (SENKRECHTE Asymptote) mit der
Gleichung x=x,

Waagerechte Asymptote

Wenn der Grad des Zahler-Polynoms kleiner oder gleich ist dem des Nenner-Polynoms (sieche
vorherige Grenzwertbetrachtungen), dann hat der Graph eine zur x-Achse parallele
Asymptote (WAAGERECHTE Asymptote) mit der Gleichung y=y,

Schiefe Asymptote
Der Graph einer gebrochen-rationalen Funktion hat genau dann eine schiefe Asymptote
(SCHIEFE Asymptote), wenn gilt: lim[f(x)—(ax+b)]=0

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Grad des Zéhler-Polynoms um ,,genau eins* grofer ist
als der Grad des Nennerpolynoms!

Um die Funktion der Asymptote zu erhalten fithrt man zuerst eine Polynomdivision durch um
die ,,Asymptotische Darstellung® der Funktion, und damit den Teil ,,(ax + b)“ und den Teil,
der wenn « - +» gegen Null geht zu erhalten: lim[ f(x)—(ax+5)]=0

WH: Integralberechnung:

a a 4
@)= [ [f(0)- g0l =>d(@) = [ [-——
—4In|a+4|—-(-4)In|-6+4| => 4In2—-4In|a+4]...

ldx => —4[In|x+4(]°, =

Wichtig:
log, (x) = In(x)

[ £Godx =[F ()], = F(b)~F(a)
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Vorbereitung auf die 2.Klausur

Analvtische Geometrie

Das Skalarprodukt (zweier Vektoren)
Defintion und Eigenschaften
Physikalische Voriiberlegung

Arbeit =  Krafi-Weg
e R Skalar Vektor Vektor
W - F-S

F nicht wirkende Komponente/ F n

@ Schnittwinkel (F' S )| rechter Winkel 5
T 7
Fy _ F
wirkende Komponente

alE

Damit kénnen wir schreiben:
F-S=F;-S
= F|-cosg-| S|4 F|-|S|-cos(F,S)

Mathematische Definition:

Fiir 2 Vektoren Z,I; e’ soll gelten:

o= Winkel (a,b), 0°<p<180°

[
»

ah o b
senkrechte Projektion von a auf b ;
a-b=|al-|b|-cos(a,b),
eV el3eR

3 Rechenregeln ohne Beweis

R1) a-b=b-a (Kommutatlvgesetz)
R2) a-(b+c)=a- b+a-c (Distributivgesetz)

-

R3) (/1;) b=a- (b/”t) =1 (ab) (gemischtes Assoziativgesetz)

Warnung:

S.33
S.33

S.33



1. Durch Vektoren kann man nicht dividieren
2. Es gibt kein Assoziativgesetz zwischen 3 Vektoren

Folgerung aus der Definition:

1) Kollinearitét
a-b=x|al|-|bl=allb

2) Orthogonalitét
albsab=0; (5¢6;B¢6)

3) Betrag (Linge) eines Vektors
a-a=la|-|a|-cos(a,a) . -2 - - [=
o |_,| ] ( )relne Symbolik: a =|a|2=>|a|= a
a-a=lal’
4) Winkel zwischen zwei Vektoren
. a-b

cos(a,b) = 40

lal-|b]

FElementar geometrische Anwendungen
(siche Heft S.34)

LE = Léange

Wichtige Prinzipien: des Vektors
- Betragsquadrat ist Vektor mit sich selbst multipliziert
- Orthogonalitét ausnutzen;

Koordinatendarstellung des Skalarproduktes beziiglich kartesischer Koordinaten S.35
Kartesisches KS:

—

€;

— —

€ )
Eigenschaften:
-e lesizk
- | € |:1

- Rechtssystem

Wir legen uns fiir die Basisvektoren eine Multiplikationstabelle an:

Multiplikation B e, e,
21 1 0 0
gz’ 0 1 0
g; 0 0 1




Damit ergibt sich fur beliebige Vektoren:

In einem kartesischen Koordinatensystem gilt:
a ) (b
a-b=\a, || b, |=ab +a,b, +a;b,

ay ) \ b,

Der Betrag (Linge) eines Vektors
lal’=a-a=>|lal=Va-a

Lehrsatz:

— [,2 2 2
=\a, " ta,"ta,

In einem kartesischen Koordinatensystem gilt: | a |=

Erkennungsmerkmal fiir Einheitsvektoren:
-0
la |=1

0, 0, 0, _
\/al +a, *+a; > =1

Winkel zwischen zwei Vektoren:

cos(a,l;) =& bﬁ => Winkel (;,l;) <= bei Schnittwinkel immer kleinerer Winkel! (180°-x)
lal-|D|
Betrachtungen mit Finheitsvektoren S.36

Hat man einen Einheitsvektor, so sind seine Koordinaten die Richtungskosinus!
Mitunter wichtig bei Aufgabenstellungen, bei denen ein Einheitsvektor gesucht wird, der mit
den Koordinatenachsen gewisse Winkel einschlief3t.

a’) [ cos(a,e)
-0 -
a =|aj |=|cos(ay,e>) |<=nur bei Einheitsvektoren
o -
a, cos(ay,es)
Kreisgleichung in R? und Kugelgleichung in R? S.37

Kreis: (x, —m,)’ +(x, —m,)” =r’ <= Kreis- und Kugelgleichung siche FS

Kugel: (x, —m,)* +(x, —m,)’> +(x, —m,;)* = r> <= siche Formelsammlung

Hinweise:
- Der Mittelpunkt eines Dreieckumkreises ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

RGNS



Falls Punkte auf der Kreislinie liegen, dann miissen durch Koordinaten die
Kreisgleichung oder die Kugelgleichung erfiillt werden

Gleichseitige Pyramide: 3 gleiche Seitenfldchen und Grundflache (Vierflach =
Tetraeder), besitzt Umkugel (alle Eckpunkte liegen auf der Kugeloberflache mit
Mittelpunkt M und Radius r

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) im R3 S.40
Definition und Figenschaften
- - A -
axb b
A= axb |
_a>r
Definition:

Unter dem Vektorprodukt von ZI,Z; € I3 versteht man den durch folgende drei Eigenschaften

eindeutig bestimmten Vektor axbh:

D1)
D2)
D3)

Parallelogramms

axb La naxbLlb
a,b,axb bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

| axb |ist gleich der MaB3zahl des Flacheninhaltes des von ;,I; aufgespannten

Folgerung:

A

Y

sing =

4

£=>h=|2;|-singo
b

D3)

laxb|=|a|-|b|-sin(a,b)

Rechenregeln ohne Beweis

RI)
R2)
R3)

a [ b <=> axb =0<=weder Vektor a noch b diirfen aber Nullvektoren sein

axb=— (I; X ;) <= Alternativgesetz
ax (E + Z) = (; X l;) + (; X E) = axb+axc <=Distributivgesetz

A(a+b)=(La)xb =ax(1b)




Warnung: Durch Vektoren darf man nach wie vor nicht dividieren (Beweis siche S.40)

Wichtig:

a —-b b ) )
( ]J_( jv( J<=glltme2
b a —a

Darstellung des Vektorproduktes beziiglich kartesischer Koordinaten S.41
2
<= ,,senkrecht stehen®, ,,Rechtssystem®,
> le [=l e, |= e =1
/ K
e
Multiplikationstabelle:
X e e, e,
3 0 e e,
e, - e, 0 23
e e, - 0
Lehrsatz:
Fiir alle a,b € V3 gilt:
a, b, g; a, b
axb=|a, |x| b, |=le, a, b,|<=nur kartesischem Koordinatensystem
as; b, e; a, by
Hinweis: Grofite Fehlerquote = Vorzeichen!!!
Zum Spatprodukt: S.43

(siche AB)

Ergebnisse:
Volumen V des von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Spats (kart. KS)

V= (5 X 5) o<= Formelsammlung

Lehrsatz:
In einem kartesischem Koordinatensystem gilt:

a b ¢

(; xl;) c= a, b, c,|=det(a,b,c)<=Formelsammlung

a; by ¢




Volumen V einer von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Pyramide:

V= %det(;, l;, Z’) <= Formelsammlung

Normalenform von Geradengleichungen im R? und Ebenengleichungen im R? S.42
Die Punktnormalenformen S.42
a) XEg

Der Vektor 7 steht senkrecht auf g und damit senkrecht auf dem Verbindungsvektor AX

b)

I Ebene E
XEE

n L AX,falls X €E
nl(x-a)fallsX eE
& n-(x—a)=0, falls X €E

Eine Ebene ist durch einen Punkt A und einen Normalen-Vektor 7 ebenfalls eindeutig
bestimmit;

Lehrsatz:
Eine Ebene in R* (bzw. Gerade in R?) ist eindeutig festgelegt durch einen Normalen-Vektor

nund einem Punkt A in der Ebene (bzw. auf der Geraden): Thre Gleichungen lauten:

Z-(; - 5) =0 n-x—n-a=0 , dies ist die Punktnormalenform (PNF)




Warnung:
Obige Gleichung gilt fiir Geraden nur im R?;

Geometrische Deutung von: n-a:

<= d ist gleich der Abstand der Ebene zum Ursprung

d - - = - = - - - - - = -
cos¢=ﬁ=> d=la|-cos(n,a)=> n-a=|n|-|a|-cos(n,a)=>n-a=|n|-d
a

Ergebnis:
Das Produkt n-aist der | n|-fache Abstand der Ebene E zum Ursprung

Hinweis:
- Wenn man in einer Aufgabe in der Gleichung einer Ebene oder Geraden das

n-a ausmultipliziert und somit die Kenntnisse {iber den Vektor gverliert, ist das die
Allgemeine Normalenform (ANF)

- Wenn eine Ebene oder Gerade so x =a+ Ab+ ,uZ' bzw. s0 x =a+ b dargestellt ist, nennt
man dies die Parameterform

Wichtige fundamentale Aufgaben: S.45/46

Wichtig: m= %[; + l;] <= Mittelpunkt einer Strecke

Die HESS’sche Normalenform (HNF) S.46
E: n-x—n-a=0(PNF)
E: n-x—c=0(ANF) <= c ist | n|-fache Abstand der Ebene zum Ursprung

n steht senkrecht auf der Ebene, kann aber beliebige Lénge und beliebigen Durchlaufsinn
haben;

1.Normierung der Lénge
n-x—n-a=0 |:|n|

—
- —

n — n~-

—




Gegebenfalls,
2.Normierung des Durchlaufsinnes

0\ wenn Durchlaufsinn nach unten, ¢ >90°

Forderung: d =| a |-cosp>0
Falls d < 0 sein sollte miissen wir die ganze Gleichung mit -1 durchmultiplizieren!

Lehrsatz:
Ist eine Ebene im R* (Gerade in R?) durch einen Punkt A und einen Normalen-Einheitsvektor

—_

n" gegeben, dann lautet ihre Gleichung: 1?; .x—d =0<=d ist Abstand zur
Ebene/Geraden, d > 0

- Dabei muss d = E -a groBer Null sein, dann gibt d den Abstand der Ebene/Geraden
vom Ursprung an;

- n’ weist dann stets vom Ursprung hin zur Ebene (siche Skizze)

Abstandsberechnungen S.48
1. Abstand zweier paralleler Ebenen (Geraden in R?)
E :nx—d =0

<= HNF

E, 40" x—d,=0;d, > d,
= Abstand: (+1°):d, —d,; (—ﬁ): d +d,

2. Abstand eines Punktes P von einer Ebene E (bzw. Geraden in R?)
E:n’ x—d =0<=HNF

Losung: Hilfsebene H durch P parallel zu E

Lehrsatz:
Man erhélt den gerichteten Abstand d, eines Punktes P von einer Ebene E (Geraden im R?)

indem man den Ortsvektor; des Punktes P in die HNF der Ebenengleichung einsetzt:

dp zno-;—d

Ist d, >0=>P und O liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene X A
Ist d, <0=>P und O liegen auf derselben Seite der Ebene /

0x X A



3. Anwendung

a) Sind 2 parallele Ebenen gegeben (E, || E,)und ist E|in Parameterform und E,in HNF

gegeben:
= ,Startpunkt* von E,in HNF von E, einsetzen

= Abstand (E;E,)

b) Sind zwei windschiefe Geraden gegeben:
= Parallele Ebene in g, zu g konstruieren

= Abstand des Startpunktes von g, zur Hilfsebene durch g, ausrechnen

Abstand eines Punktes von einer Geraden im R?

N (2
g:ix=|1|+A1 | P(5/0/0)
1) U

= Hilfsebene H durch P senkrecht zu g (PNF)
= Ermittelung des Durchstopunktes S von g auf H

1 2 2 5
o ax=|1|+A|1]; b1 |[x=|0[]=0
1 1 1 0

o a)in b) einsetzen
= Entfernung von S und P ist der gesuchte Abstand e

Anwendung im R?
Wie kann man den Abstand zweier paralleler Geraden im R? bestimmen?
Losung: Es geniigt den Abstand des Punktes B € g, zu berechnen (siehe Abstand eines

Punktes von einer Geraden im R?)

Achsenabschnittsform
XX, X _ . . .
E:—+ F +—==1<=a, b, ¢ sind die Achsenabschnitte
a c

Also: x,-Achse wird an Stelle a, x, an Stelle B und x; an Stelle ¢ geschnitten

Wichtige Aufgaben
a) Gleichung der senkrechten Projektion einer Geraden auf eine Ebene
= Gerade bilden durch Durchstopunkt und senkrecht projizierten Punkt A

S.50

S.51

= Berechnung von a:d=a-d ,n’ <= d ,ist Abstand des Punktes A von der Geraden,

also Ortsvektor des Punktes A plus entgegengesetzte (also minus) d ,-fache Richtung

des Normalenvektors von der Ebene

Schnitte von Geraden und Ebenen
Schnitte von Geraden

1. Verfahren (gilt im R? und R?)
g; und g, sind beide in Parameterform gegeben.

S.52



= Gleichsetzungsverfahren und Schnittpunktberechnung

2. Verfahren (gilt nur im R?)
g liegt in Parameterform vor, g liegt in Normalenform vor
= Erst tiberpriifen ob Geraden sich schneiden, dann eine Gleichung in andere einsetzen

3. Verfahren (gilt nur in R?)
g; und g, liegen in Normalenform vor
= Erst tiberpriifen ob Geraden sich schneiden, dann erhilt man zwei Gleichungen mit 2
Unbekannten, also Gleichungssystem einfach 16sen

Die Schnittgerade zweier Ebenen E; und E,

1. Verfahren
E; und E; sind beide in Parameterform gegeben
= Gleichsetzungsverfahren (siche K12)
Unbedingt empfehlenswert eine Ebene in Normalenform umwandeln und dann zweites
Verfahren unbedingt anwenden
2. Verfahren
Eine Ebene in Parameterform und eine in Normalenform
= Gleichung der einen Ebene in andere Gleichung einsetzen eine Variable ausloschen
und Gleichung der Gerade ausrechnen

3. Verfahren
Beide Ebenen sind in Normalenform gegeben
= Fine Ebene in Parameterform zuriickverwandeln, dann 2. Verfahren anwenden
(Rettungsanker: 3 Punkte ,,suchen” A, B, C, dann Ebene in Parameterform

umwandeln)
Umwandlung:
Beispiel:
1
X, +2x,-3x;=5=>|2 |-5=0
-3

Wihle: x,=A€R ; x;=ueR
Einsetzen: x, +2A-3u=5 => x,=5-2A+3u

Losungen geschickt anordnen:
X, =5+A(=2)+u3

x, =0+ A1+ 10
X, =0+40+ 21
Nun vektorielle Schreibweise:
5 -2 3
E:x=|0[+A/1 [+ 4 0
0 0 1

Jetzt konnen wir unser 2. Verfahren anwenden!

Wichtig:
Immer erst {iberpriifen, ob Ebenen/Geraden nicht womoglich parallel



Der Schnittpunkt einer Ebene und einer Geraden

1. Verfahren
g und E sind beide in Paramterform gegeben
= Gleichsetzungsverfahren (siche K12)

2. Verfahren
E ist in Normalenform, g in Parameterform gegeben
= Eine Gleichung in andere einsetzen, Schnittpunkt berechnen



13/2
(Vorbereitung auf die 3./4.Klausur)

Uneigentliche Integrale S.55
Uneigentliche Integrale erster Art (das Integrations-Intervall ist nicht beschriinkt)

Definition:
Die Funktion x — f(x)sei fiir x>a e R definiert

0 R
Existiert der Grenzwert [ f(x)dx := lim [ f(oyx (also keinoo),

© R
dann heiBt j F(x)dx = 1£imj f(x)dx uneigentliches Integral 1.Art

Beispiel:

Y4

1
f(¥)=—5.D; =R\ {0}
Symbolisch:

TL
1 x2

Integrationsintervall zunichst verkiirzen:
R

lim dex

R—x X

Anschlieflend Bilden des Grenzwertes:
1 1 1

lim[——1% = lim[-——(-= =1

R—)oo[ x]l R—>oo[ R ( 1]

Wichtig:



Potenzen werden integriert, indem man die Hochzahl um 1 erh6ht und die neue Hochzahl in
den Nenner schreibt!

Speziell:
£ —k+1
aeR*Ak>1:>jikdx=—a <= (FS!)
° X 1-k

Uneigentliche Integrale zweiter Art (die Integrandenfunktion ist nicht beschrinkt)

Definition:
Ist die Funktion f(x)im Intervall ]a,b] integrierbar, aber am linken Intervallrand nicht

b b
beschrinkt; und existiert trotzdem der Grenzwertj f(x)dx = lim I f(x)dx , so heil3t
t—a+
a t

b b
J. f(x)dx =lim J. f(x)dx uneigentliches Integral 2.Art

Beispiel:

y“

1 1
f(x)=—==—F:x€R
Voo s
X
4 1 4 1
J‘—dx =lim | x 2dx <= Integrationsintervall zunichst verkiirzen, anschlieBend Grenzwert
0

\/; t—0+ t
bilden
= lim[2v/x];

= 11%1[2\/2 —2Ji] =4FE.



Speziell:

—k+1
a

—k+1

<=FS!

aeR+/\O<k<1=>J.Lkdx=
X
0

Erginzende Betrachtungen zur Analysis S.59
Berechnung des Volumens eines Rotationskorpers um die x-Achse

Vo =7 [/ (0Fdx

Allgemeine Achsensymmetrie
G, ist symmetrisch beziiglich x = x,

& flxy=d)=f(x,+d)

Symmetrie beziiglich eines beliebigen Punktes (x,/y,) (G, muss nicht unbedingt durch
diesen Punkt gehen)

S +d)=yo=yy— f(x,—d)
@ [ +d)+ f(x,—d)=2y,

Sxg+d)+f(xg—d)=2f(x,)

Wiederaufnahme der Stochastik S.58
Wiederholung kombinatorischer Grundelemente S.58

1. Permutation aus einer n-Menge
o Anordnung, keine Wiederholungen
o n!
2. k- Tupel aus einer n-Menge
o Anordnung, Wiederholungen
o n*
3. k- Permutationen aus einer n-Menge
o Anordnung, keine Wiederholungen
n!
(n—k)!
4. Mississippi- Formel
o Anordnung, Wiederholung, Anzahl der Permutationen von n Elementen, wobei

je n, Elemente untereinander gleich sind (1= 1,2,3...p)

k!-[:] <= Formelsammlung

n!
nltn,l.n)
5. k- Teilmenge aus eine n- Menge
o keine Anordnung, keine Wiederholungen

ny_ n!
k) kl(n—k)

6. Anzahl der Kombinationen zu je k Elementen aus n verschiedenen Elementen mit
Wiederholungen dieser Elemente



n+k-1
o
k
Testen von Hypothesen S.58
In der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden aus ,,gegebenen W’keiten andere berechnet! In

der Statistik versucht man aufgrund von Stichproben Informationen {iber unbekannte
W’keiten p zu gewinnen.

Zwei signifikante Fragestellungen:
1. Fiir p kommen nur 2 Werte pj, p2 in Betracht. Welcher ist der richtige? (Alternativtest)
2. Ist p gleich einem vermuteten Wert po? (Signifikanztest)

Einfiihrende Beispiele von Signifikanz-Tests S.61
Von einem Tetraeder wird vermutet, dass es sich um einen Laplace-Tetraeder handelt.

Z.: Anzahl der geworfenen ,,ler*

Hj: Trefferwahrscheinlichkeit p = % <= Nullhypothese, eine durch die Aufgabenstellung

ausgezeichnete Hypothese;
1 .
H: p e[o;l]\ {Z} <= Alternativhypothese

Um diese Hypothese zu tiberpriifen, fiihren wir eine Stichprobe der Lange n=200 durch (d.h.

eine Bernoulli-Kette der Lange n=200 mit der vermuteten Trefferw’keit p = % )

Bevor der Test ablduft, legen wir uns Bereiche fest fiir ,,nicht-Ablehnung* bzw.
»Ablehnung* unserer Nullhypothese.

»hicht-Ablehnungs“ —Bereich K => H, wird nicht abgelehnt

- 4 by
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»Ablehnungs“ —Bereich K =>H, wird abgelehnt

- Zweiseitiger Test, da ,,Ablehnungs* —Bereich zu beiden Seiten

Das Testen von Hypothesen zieht unweigerlich zwei mogliche Fehlentscheidungen nach sich:
Fehler 1.Art: Hj ist wahr und wird irrtiimlich ,,abgelehnt*
Fehler 2.Art: Hy ist falsch und wird irrtiimlich ,,nicht-abgelehnt*

Die Wahrscheinlichkeiten obige Fehler zu begehen bezeichnet man entsprechend:
Risiko 1.Art
Risiko 2.Art

Berechnung des Risikos 1.Art




- Hpist wahr: p =%

- H, wird irrtiimlich abgelehnt: Z € K ={0,1,2...44}U {56,57...199,200}

RI1A:

P (ZeK)= pi"(Z <44v Z > 56)
4 4

in Tabellenform bringen:

200 200

P (Z<44)+1- Pi (Z £55)

im Tafelwerk schauen...

~37%

Antwort:

Das Risiko 1.Art betrdgt ungefahr 37%

Interpretation:

Man wird Hy, obwohl wahr, mit einer W’keit von 37% ablehnen. Also, bezogen auf unsere
Aufgabe einen Laplace-Tetraeder mit einer W’keit von 37% irrtiimlich fiir einen nicht-L-
Tetraeder halten;

Berechnung des Risikos 2. Art

- Hyist falsch: p ;é% ; p=0.2

- Hp wird irrtlimlich nicht-abgelehnt: Z € K = {45,...,55}

R2A:

Ry (ZeK)=PR3' (45<Z<55)

P2°(Z <55)- P (Z <45-1) <= in tabellierbare Form bringen
~21%

Antwort:

Das Risiko 2.Art betrdgt ungefahr 21%

Interpretation:

Man wiirde mit einer W’keit von 21% irrtiimlich die Hypothese Hy nicht-ablehnen, obwohl
sie falsch ist. Also, beziiglich unserer Aufgabe, wiirden wir mit einer W’keit von 21% den
Tetraeder falschlicherweise fiir einen Laplace-Tetraeder halten;

Bestimmung der Bereiche K(K)

Die Bereiche sind in der Regel nicht vorgegeben, sondern miissen hiufig rechnerisch ermittelt
werden. Zu Grunde liegt folgender Sachverhalt: Falls Hy wahr ist, mochte man es nur mit
einer geringen, vorgegebenen W’keit ¢ irrtiimlich ablehnen.

Eine irrtlimliche Ablehnung kénnte folgenschwer sein!

Hp ist wahr: p <0.65

n=100 »Ablehnungs‘“-Bereich K
Z = ZufallsgroB3e

) I
R1A: ' Y

Polg(s) (ZeK) <a ,»hicht-Ablehnungs“-Bereich K



P%(Z €K)<0.02

In Tabellenform:

=>1-P(Z <k-1)<0.02

P%(Z <k-1)<0.98 <= k —1=gesucht; 0.98=Funktionswert gegeben

k—-1=75
k=76

Also:
E, der ,,Ablehnungs‘“-Bereich liegt bei: {76,...,100}
K, der ,,nicht-Ablehnungs“-Bereich liegt bei: {0,...,75}

Einseitiger Test iiber p
P(ZeK)<a
PZzc)<avP(Z<o)fa
Zweiseitiger Test liber p
P(ZeK)<a

<= P(ZSCI)S%VP(ZZCI)S%

<=>P(ZS02)S%\/P(2202)S%

Zusitzliche Anmerkung zum Hypothesentest

Falls Hy wahr == P(Z € K)> 3 (Sicherheitsw’keit) bzw. P(Z € E) < a (Irrtumsw’keit),

d.h. falls Hy wahr, dann erfolgt Ablehnung mit Irrtumsw’keit von héchstens o bzw.

Sicherheitsw’keit von mindestens £ .

ZeK bzw. Z € KX> Hy wahr bzw. falsch

Fazit: Hypothese nie direkt iiberpriifbar, sondern nur iiber Ablehnung ihrer Gegenhypothese =

Nullhypothese mit mdglichst geringer Irrtumswahrscheinlichkeit « .

Was ist denn nun eigentlich die Nullhypothese Hy? (Im Abitur immer vorgegeben!)

Falls nicht klar gesagt, was denn nun die Nullhypothese sein soll, dann ist sie oftmals gerade

das Gegenteil dessen, was jemand behauptet.

Arbeitsbliitter zum Thema
Prazisierung und Erweiterung der Begriffe
Einseitiger Test liber p

Integrationsmethoden
Integration durch Substitution
WH: Im Folgenden sei F eine Stammfunktion zu f, d.h. F’(x) = {(x)

=> F(x) = j f(x)dx+C
Es kommt nicht auf die Integrationsvariable an:

F'(t) = f()=> F(t)=[ f(t)dt+C

S.68
S.69

S.59
S.59



Wir betrachten die verkettete Funktion F'(g(x))und differenzieren diese mit Hilfe der
Kettenregel:

[F(g(0)]'=F'(g(x))-g'(x) = f(g(x))-&'(x)

£(g(x)- ' () =[F (gD [ (.)dx

J. f(g(x))-g'(x)dx =F(g(x))dx <= Substitution ¢ = g(x)
[ £(g(x))- g'(x)dx =F ()

[£(g(x)- g'()dx=[ £ (t)at

Fassung I der Substitutionsregel:

t=g(x)

[/ e@)-g@ds=] fyds mit Ly
x dx

,und dt = g'(x)dx

Zusatz:
Schreibweisen: f'(x) = 4 f(x)= P _ '
dx dx

Hinweis: dt, dx heillen Differenziale, diese Differenziale muss man, wenn man substituiert

unbedingt ebenfalls transformieren!

Formalisierung des Substitutionsvorganges I:

> 1=g(x)
dt = g'(x)dx
dt
> —=g'(x)=> 1
d dx=——
g'(x)

» Berechnung des vereinfachten Integrals: I f(t)dt

» Riickgéngigmachen der Substitution
» PROBE!

Merke:

Fassung I: Die Substitutionsregel fithrt immer dann zum Erfolg, wenn der Integrand ein
Produkt ist der Art, dass ein Faktor eine verkettete Funktion und der andere Faktor die
Ableitung der inneren Funktion ist, bis auf einen eventuellen konstanten Faktor

Fassung II der Substitutionsregel:
J‘ f(g(x)-g'(x)= I f(t)dt <= Vertauschen der beiden Seiten dndert nichts an der Regel

[rde=[f(g(x)-g'(x)dx

Es kommt nicht auf die Bezeichnung der Integrationsvariablen an, also:
[ £Godx = f(2()- g0t
x=g(t) ; dx=g'(t)dt

Formal ergibt sich folgender Substitutionsvorgang:

S.62



x=gt)<=>t= g’l(x)
dx
PRt ()

dx=g'(t)dt

Formalisierung des Substitutionsvorganges I1:
> Wahl einer ,,geeigneten* Funktion: x = g(¢t) <=>t=g '(x)

% =g'(t) <= % =[g"'(x)]' <= Hinweis: | f'(x) = % — %

» Berechnung des vereinfachten Integrals (Grundintegral)
» Riickgidngigmachen der Substitution

>

Hinweise:

Beim Berechnen bestimmter Integrale zundchst unbestimmtes Integral berechnen und danach
erst das bestimmte Integral!

Nach ,,erfolgreicher* Substitution darf sich im Integral keine ,,fremde* Variable befinden!

Aufgabe: f(¢) = | ¢”dx <= Es handelt sich um eine Integralfunktion in t

S t— | —

<= Die Integrationsvariable ist x beziiglich einer Integration in x verhalt sich t wie ein fester
Parameter (Konstante)

Also:

Wir berechnen zunéchst das unbestimmte Integral, streben also eine integralfreie Darstellung
an

Partielle Integration S.77
Hinflihrung:
[u(x)-v()]'=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) ] I(...)dx

u(x)-v(x)= J.u'(x) -v(x)dx + ju(x) V'(x)dx

ju(x) V'(xX)dx =u(x)-v(x)— _[ u'(x)-v(x)dx <= Partielle Integration (v(x) = Iv’(x)dx)

Beispiel:
J In xdx

= Il-ln xdx <= Faktor 1 als Trick!
= Iv'(x) -u(x)dx <= es kommt auf die richtige Wahl der Faktoren an!
= lnx-x—jl-xdx

X

=xlnx—x+C <=FS!
Probe!

Erkenntnis:



Bei der partiellen Integration kommt es auf die richtige Wahl der Faktoren an. Die partielle
Integration kann x-Potenzen abbauen.

Partielle Integration kann manchmal ein unangenehmes Integral der Substitution zuginglich
machen!

Hinweis:

Bei Betragsfunktionen, erstmal Betragsfunktion splitten!
S (x);x20 — o

f(x)= <= Merke: Immer richtige Funktion einsetzen!
S(x);x<0

Anmerkung:

Tauchen Betragsfunktionen auf (Zusammengesetzte Funktionen), so sind diese Funktionen an
der Flickstelle (Knick im Graphen) in der Regel stetig, aber im Allgemeinen nicht
differenzierbar. An den Knickstellen liegt in der Regel ein Hoch- oder Tiefpunkt vor der {iber
Monotoniebetrachtungen abgesichert wird. f*(x) hat links und rechts an der Anschlussstelle
entgegengesetzte Vorzeichen



